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Рассматривается задача на собственные значения для нелиней-
ного оператора типа Хартри в L2(R2)
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– двумерный осциллятор, W (x) = w0 + w1x + w2x
2 – произвольный

многочлен второй степени с вещественными коэффициентами, ~ > 0
и ε > 0 – малые параметры, причем ε � ~. Для определенности
рассмотрим случай, когда ε = ~2, а w2 > 0.

Уравнение самосогласованного поля во внешнем поле, содержа-
щее интегральную нелинейность типа Хартри с гладким или неглад-
ким потенциалом самодействия, играет фундаментальную роль в
квантовой теории, а также при описании коллективных возбужде-
ний в молекулярных цепочках и в молекулах ДНК.

Особенностью задачи (1) является то, что она относится к классу
резонансных: обе частоты двумерного осциллятора H0 равны 1. Но
тогда лучевой метод и общая теория комплексного ростка Масло-
ва неприменимы. Метод построения квазиклассических асимптотик
для уравнений с частотными резонансами был разработан в серии
работ М.В.Карасева, начиная с [1].

Особый интерес представляют решения уравнений типа (1), отве-
чающие границам спектральных кластеров вблизи собственных зна-
чений невозмущенного уравнения (при ε = 0). В работе [2] на приме-
ре спектральной задачи для двумерного возмущенного осциллятора
был предложен метод нахождения серий асимптотических собствен-
ных значений вблизи границ спектральных кластеров. Он основан
на новом интегральном представлении.

В данной работе этот метод был использован для нахождения
асимптотических собственных значений задачи (1) вблизи границ
спектральных кластеров. После применения алгебраического усред-
нения и когерентного преобразования к задаче (1) на l-ом неприво-
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димом представлении алгебры симметрий невозмущенного операто-
ра мы приходим к задаче на собственные значения в пространстве
P` полиномов степени не выше ` ∼ 1/~. Искомый полином удовле-
творяет дифференциальному уравнению второго порядка. Вначале
изучается многоточечная спектральная задача в классе голоморф-
ных функций с равными нулю характеристическими показателями
в конечных особых точках. Далее асимптотика искомого полинома
получается с помощью операции проектирования на подпростран-
ство P`, обобщающей интегральное представление Дирака.

Вблизи нижних границ спектральных кластеров асимптотиче-
ские собственные значения имеют вид [3]

λ = λk,` = `~ + ~ + (w0 + 2`~w1 + 6`2~2w2)~2+

+(2w1 + 2`~w2(2k + 7)))~3 +O(~4), k = 0, 1, 2, . . . , ~→ 0. (2)

Здесь число ` ∈ N имеет порядок ~−1 и определяет собственное зна-
чение ~(`+1) невозмущенного оператора H0. Им соответствует одно-
параметрическое семейство асимптотических собственных функций,
которые получаются из полиномов

Φk,`(z) =

√
`k

2`k!
[(z − i)`−k(z + i)k cosα+ (z + i)`−k(z − i)k sinα],

где α ∈ R, применением когерентного преобразования и деусредня-
ющего преобразования.

Формула, аналогичная (2), справедлива и вблизи верхних границ
спектральных кластеров [4].
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